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Représentations

Représentations différentes pour un méme contenu sémantique :

Contenu Langue B

sémantique

LangueA

@ Mesures d'efficacité : temps, espace, etc.

o Algorithmes (synthese, simplification)
e Circuits : [Jukna, 2012]
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Fonctions Booléennes et clones Booléens

Définition (Fonction Booléenne)
f:{0,1}" — {0,1}

Projections 771("), médiane m(x, y,z) = (x Ay) V(y Az) V (z A x)

Définition (Composition de classes de fonctions)
ZoJ ={f(g1,....&n) | f €T, g €J darité m}

Définition (Clone Booléen)

Classe C de fonctions Booléennes telle que
eColC=C
o {r” |neN,i<n}CC
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Treillis de Post ([Post, 1941])
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Q, clone de toutes les fonctions Booléennes
Q(1), littéraux et constantes

e 6 6 o

SM, fonctions auto-duales et monotones

A\, conjonctions, et V/, disjonctions, et L, fonctions affines
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Factorisation de clones

[Couceiro et al., 2006]

@ Description exhaustive de la factorisation de clones Booléens

@ Factorisations irréductibles du clone des fonctions Booléennes
o Certaines factorisations correspondent a des systémes usuels
e Structure séquentielle — notion de forme normale

@ DNF: Q=V.oAcol* et CNF:Q=A.oV.ol*

@ PNF:Q=L.oA.ol et PNFY:Q=1L.0oV.0l
e MNF : Q =SMoQ(1)
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Motivation

MNF : Median normal form, basée sur la médiane

Théoréme ([Couceiro et al., 2006])

e DNF, CNF, PNF, PNF9 incomparables
@ MNF strictement plus efficace que les DNF, CNF, PNF, PNF¢

Contraintes fortes :
o Arité des connecteurs fixée

o Factorisations irréductibles

Et si on relache ces contraintes ? \
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Problémes

Comment mesurer |'efficacité d'un NFS?
Comment comparer des NFSs?

Existe-t-il des NFS minimaux ? Optimaux ? l

Dans un NFS, une formule donnée est-elle minimale ?
Quelle est la complexité de ce probléme?

Cadre typique : formules médianes dans le MNF.
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Systéme de termes stratifiés

Couche de compositions de a3

Pl

Couche de compositions de a5

f7777777777777777777777777

,;W,/,;;/5;;,/;;;;;;5;;5;52/%\Couche de compositions de aj,

r777777777777777777777777777777777

€1 €2--- en Feuilles (variables et constantes)

Définition (Systéme de formes normales)
Ensemble de termes stratifiés T(ay...an), tel que
o [T(a1...an)] =9, ([T] : interprétations)

@ non-redondant

DNF, T(V A—=); CNF, T(AV ), etc.
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Complexité d'un NFS

Définition ( Taille d'un terme t)

=" It

a€Q\{0,1,~}

Définition (Complexité de f relativement a T)

Cr(f)y=min{|t]: te€ T, [t] =f}

T un ensemble de termes, f € [T] C Q

Exemple (Représentation de la médiane)

e m(x,y,z) dans T(m—) : taille 1
o (xAy)V(yANz)V(zAx)dans T(VA-): taille 5
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Comparaison de NFSs

T,S deux ensembles de termes tels que [S] C [T];
Définition (T =< S)

Il existe un polynéme P € N[X] tel que
vf e [S], Cr(f) < P(Cs(f))

N

Définition (Notations)
@ Incomparabilité (T || S): T ASetSAT
o Efficacité stricte (T <S): T <SetSAT
o Equivalence (T~ S): T<SetS=<T

\

Théoréme ([Couceiro et al., 2006])
o VA,B € {CNF,DNF,PNF,PNFi}, A% B — A || B
o MNF < CNF, DNF, PNF, PNF¢

N,
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Outil de comparaison de NFSs : réductions

Avec A= T(a), et B = T(b) tels que [A] C [B]

Définition (Réduction linéaire de A vers B)

A O B si il existe un terme t € T(b) tel que

a(xy,...,xp) =t et Vi |t|, =1

Exemple (UNF 2 MNF)

Avec u(xq, x2,x3) = (x1 V x2) A x3 :

u(x1, x2, x3) = m(m(x1, 1, x2), 0, x3)

Proposition

I
N
1Y
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Réductions universelles quasi-linéaires

Définition

A Oy B si pour tout j € {1,...,n}, il existe t; € T(Db) tel que

a(xt,..., Xa) =t et |t =1

Exemple (MNF Jy UNF)

m(X17 X2, X3) = u(u(X17 07 X2)7u(Xl7X27X3)7 1)
m(x1, X2, x3) = u(u(xz, 0, x3), u(x2, x3, x1),1)
IIl(Xl, X2, X3) = u(u(X37 07 X1),U.(X3,X]_,X2), 1)
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Réductions existentielles quasi-linéaires

Définition
A J3 B s'il existe t € T(b) tel que

a(xt,...,xp) =t et Fe{l,...,n}|tlx, =1

Exemple (SNF J5 MNF)

Avec s(x1,x2,x3) := (x1 A x2) V (—x1 A x3) :

s(x1, x2,x3) = m(m(x1, 0, x2), 1,m(—x1, 0, x3))

v
Remarque

JCdy Cds
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Propriétés des réductions

Théoréme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Jv C =

Théoréme

MNF ~ MNF5

Preuve :
m(X17 X2, X3) - Il'l5(0, ]-7 X1, X2, X3)

ms (X1, X2, X3, Xa, X5) = m(m(m(x2, X3, Xa), Xa, X5 ), m(x2, X3, X5 ), X1)
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Preuve de I'inclusion Oy C >

Proposition (Mercuriali et al., TCS 2020)

Si A= T(a) et B= T(b) alors
Vf e [A]l, Cg(f) < nk(Ca(f))?+1

ot n:=ar(b), k := max;{|ti|p}, et g := max; j{|ti[x}

Algorithme de conversion efficace :
@ Conversion par récurrence de termes d'un NFS a un autre
@ Minimisation de la taille des sous-termes déja convertis

@ Majoration polynomiale explicite
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Exemple (Conversion entre MNF et MNFs)

—— 12X%41
u Taille dans M

Taille de formules en sortie

10°

10%

10!

an

6 T 8 9 0 11
Taille de formule en entrée
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Restriction du champ de recherche

Théoreme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Si T(az...ap) est un NFS avec n > 2, alors Vi, [aj] € VULUA

T(AV =), T(VAS), T(®A), T(®V).

Théoréme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Si T(ai...apn) est un NFS et que Vi, [a;] € Q\Q(1), alors n < 2

Ces résultats découlent en partie de la non-redondance.
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NFS (monotone) optimal

Définition (NFS monotone)

T(a1---ap) est dit monotone si tous les [a;] sont des fonctions
croissantes ou décroissantes en chaque argument

MNF = T (m~)

Contre-exemple
PNF = T(®A)

Définition (NFS monotone optimal)

@ Minimal pour <

@ pour tout NFS monotone B, A < B
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Optimalité du MNF

Théoreme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Le MNF est optimal parmi les NFSs monotones.

Principe de la preuve :

@ Systéme de décomposition médiane
f(x1, ..., xn) =mx1, F(1,x2,...,xn), F(0,x2,...,%n))

@ Algorithme pour produire des formes normales médianes

e L'algorithme permet d'obtenir des réductions universelles
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NFSs optimaux

Théoreme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Les NFSs monotones de la forme T(a) ou T(a—) sont optimaux.

Principe de la preuve :
@ Description exhaustive des compositions C; 0 Co, = Q

@ Démonstration "clone par clone"

Remarque

Pas besoin d'ajouter des connecteurs pour étre optimal !
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NFSs non-optimaux (généralisation)

C([a]) : le clone généré par le connecteur a

Théoréme (Mercuriali et al., TCS 2020)

Si C([a]) = A, et C([b]) = V.., alors

T(ab—) ~ CNF

+ résultat similaire pour la DNF, PNF, PNF¢

Utiliser As(x1,x2, X3, X4, x5) ou A dans la DNF, CNF, etc. ne
change pas |'efficacité des représentations
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Résultats obtenus sur les NFSs

Comment comparer des NFSs? l

o Calcul de I'efficacité d'un NFS

@ Outil : réductions entre NFSs

Existe-t-il des NFSs optimaux ? l

@ NFSs basés sur un seul connecteur non-trivial : plus efficaces

@ NFSs monotones : équivalents &8 MNF

@ MNF optimal parmi les NFSs monotones
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Axiomatisation de la médiane

Domaine plus général : treillis (distributifs) et polynomes latticiels

n(x,y,z) =n(x,z,y) =mn(z,x,y), (symétrie)
m(x, x,y) = x, (majorité)
m(m(x, u, v),m(y, u,v),z) =n(m(x, y, z),u,v), (distributivité)
m(0, 1, x) = x,

Théoréme (d'apres [Birkhoff, 1940])

Le systéme ci-dessus est correct et complet.
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Formes normales médianes minimales

Définition (Représentation structurelle)

f € T(m), Sr = (no,...,ny) € N9 décroissante t.q.
n; : nombre de médianes a profondeur < J

Cette représentation privilégie la parallélisation.

Définition (Ensemble de formes normales médianes minimales)
Pour f € T(m), {g € T(m) | g =f,Vg’,Sg <iex Sg'}

m(m(x, x, y),y, 2)

a pour ensemble de formes normales médianes minimales

{n(x,y,2),m(x, z,y),m(y, x, 2),m(y, z, x),m(z, x, y),m(2, y, x) }
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Problémes similaires dans NP

Définition (PrimiSize (Taille d'implicant premier))

Entrée: f € T(VA-), k € N;
Sortie : VRAI ssi f a un implicant premier de taille < k.

Définition (MinDNFSize (Taille de DNF))

Entrée : f € T(VA ), ke N;

Sortie : VRAI ssi f a une DNF avec au plus k occurrences de
variables.

Une formule f € T(m) peut-elle étre simplifiee ?

Probléme complexe !
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Simplification de formules médianes

f € T(m) est-elle simplifiable ?

Sous-probléme pour minorer la complexiteé :

Définition (MonotoneSmallmed)

Entrée : f € T(m),S € N7,
Sortie : VRAI ssi Ig = f telle que Sg <jex S.

Théoreme (Mercuriali et al., MVL 2019)

Monotone Smallmed appartient a la classe 5.

o Y5 = {x : JaVarF(x,c1,c2)}, contient NP
@ c1,c certificats de tailles polynomiales en la taille de x
@ F fonction calculable en temps polynomial
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Représentations de fonctions monotones

Proposition

3f € T(m), f’ € T(m—), tels que
o f=f
o |f'| <|f|

o f=m(y,m(u,v,t),m(x,z,m(u,v,t)))

o ' =m(x,m(=x,y,z),m(u,v,t))
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Contributions

Comment comparer des NFSs en fonction de leur efficacité ? \

@ Outil : réductions linéaires

Existence et détermination de NFSs optimaux. \

@ NFSs optimaux ne nécessitent qu'un seul connecteur

@ MNF optimale parmi les NFS monotones

Dans un NFS, une formule donnée est-elle minimale? \

Application au MNF :

@ Algorithmes explicites, probléme modérément intractable




Conclusion et perspectives
©0®000

Conjecture

Pour un NFS non-monotone A de la forme T(a) ou T(a—) :

DNF || CNF || PNF || PNF4

e

MNF NFSs monotones

A NFSs non-monotones

o Candidat : fonction de "Shannon" :
s(x,y,2) = (x Ay) V(=xA2)

@ Analogue au systéme de décomposition médiane



Conclusion et perspectives
0000

Quvertures

Question (Efficacité des NFSs pour des fonctions multi-valuées)

Que dire des NFSs sur un ensemble |L| > 27

o Cardinalité de I'ensemble des clones sur L : continuum

@ Quelle description exhaustive de la composition de classes ?

Question (Circuits stratifiés)

A-t-on des résultats analogues sur les circuits stratifiés ?

e Différence : sharing
@ [Jukna, 2012] : résultats de complexité, mais sans stratification

e [Amaru et al., 2018] : Minimisation expérimentale de circuits
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Merci pour votre attention ! J
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